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Introduction

On étudie les algorithmes de bandit depuis pres d’un siecle. Le probleme de
bandit a été introduit par Thompson en 1933 [7]. Depuis quelques années, les
questions liées a ce probleme font 'objet de nombreuses publications. En outre,
on utilise des algorithmes de type bandit dans le domaine médical, financier et
pour la recommandation de contenu en ligne. Dans la totalité de ce rapport,
nous considérons un joueur qui se retrouve face a plusieurs actions possibles
(aussi appelés bras). Il peut jouer un nombre limité de fois. A chaque étape, le
joueur choisit un bras et regoit un gain qui est distribué selon une loi propre au
bras. Le joueur ne sait pas de quelle maniere sont répartis les gains.

Dans un premier temps, on va étudier les algorithmes de bandit qui cherchent
a maximiser le gain total du joueur. Il s’agit d'un dilemme "exploration - ex-
ploitation". Apres avoir décrit le cadre du probléme, on s’intéresse a deux algo-
rithmes : ETC et UCB. La performance de ces algorithmes est mesurée via leur
regret et on décrira des bornes inférieures pour ce regret de maniere minimax.

Ensuite, on va adopter un point de vue tres différent. On supposera que
les bras sont répartis en K groupes a l'intérieur desquels les bras ont méme
moyenne. On cherche a identifier ces groupes. Si on ne peut observer qu’une
fois chaque bras, on se retrouve face a un cadre non supervisé : le clustering.
Mais ici, on supposera que pour partitionner les bras, on a le droit d’observer
plusieurs fois chaque bras ce qui en un certain sens, rapproche le probleme d’un
probleme d’apprentissage supervisé. On cherchera des méthodes pour résoudre
le probleme de "Clustering séquentiel”.

Probléme de bandit statistique : cadre et algorithmes de base.

Description du probleme

Commencons par étudier le probleme du bandit statistique. Dans le probleme
du bandit statistique, on considére un ensemble de bras A et un ensemble de
distributions de probabilité sur R, v = (P, : a € A) qui définissent ensemble
I’environnement. Chaque bras a délivre un certain gain selon la distribution F,.
On note n le nombre de tours appelé horizon. Pour chaque étape i = 1,... n,
le joueur choisit un bras A; € A et obtient le gain X; ou X; ~ Pjy,. Le choix du
joueur a chaque étape peut dépendre de tout le passé du jeux et la procédure
qu’il adopte sera notée 7.

Formellement, on construit une suite de variable aléatoire A1, X1,49, X5, ..., A,, X,
et cette séquence doit satisfaire deux propriétés :

1. La loi conditionnelle de X; sachant A;,X1,..., X, ,As est Py,.

2. Laloi conditionnelle de A; sachant Ay, X7, ... Ay 1,X; 1 est m(-|A1, X7, ., A1, X 1)
ou la suite 7,79, ... est une suite de noyau de probabilité qui définissent la stra-
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1. PROBLEME DE BANDIT STATISTIQUE : CADRE ET ALGORITHMES DE
BASE.

tégie du joueur.

Le point 1 capture le fait que le gain X; est obtenu selon la loi P4, a 1’étape
t. Le point 2 assure que le joueur ne peut pas utiliser le futur pour choisir le
prochain bras. Il est tres important de préciser que le joueur ne connait pas les
distributions de gain dans chaque bras et encore moins ’espérance de gain pour
chacun de ces bras.

Objectif : L’objectif dans cette premiere partie est de maximiser le gain
total S, = X7 | X;.

REMARQUE. Le caractere aléatoire de A; a une double origine, d’abord, le
choix de A; par le joueur dépend des étapes de jeux précédentes, en particulier
des bras choisis précédemment et des gains obtenus. Ensuite, le joueur peut
adopter une stratégie aléatoire pour effectuer ses choix.

REMARQUE. On parle de bandit statistique lorsque, comme introduit ci-dessus,
les gains de chaque bras sont obtenu selon une distribution aléatoire qui ne dé-
pend que du bras.

Le joueur se retrouve face a deux objectifs opposés :

— Apprentissage : on cherche a identifier le bras qui a la plus grande espérance
de gain, pour cela, il est nécessaire d’explorer chacun des bras suffisamment
pour obtenir une bonne estimation du bras le plus rentable.

— Exploitation : on doit également utiliser les données apprises pour exploiter
les bras les plus rentables.

Il est nécessaire de jongler entre ces deux objectifs en choisissant le juste
équilibre entre les deux. Si 'on exploite trop vite, on s’expose a une forte va-
riance et au risque d’écarter a tort le bras le plus performant. Inversement, si
I’on passe trop de temps a apprendre, on ne jouera pas assez sur le bras optimal
et le gain total en sera limité.

Regret

Pour mesurer la performance d’une stratégie, on utilisera le regret. Si ’en-
vironnement est v = (P, : a € A), on définit le gain espéré sur le bras a par
1ta(V) == [z ®dPy(x). On définit le gain optimal espéré, p*(v) := maxqea pa(V).
On suppose que toutes ces espérances sont finies et que le gain optimal espéré
est atteint.

DEFINITION 1. Regret
Le regret d’'une procédure m pour une instance de bandit v est la perte de gain
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1. PROBLEME DE BANDIT STATISTIQUE : CADRE ET ALGORITHMES DE
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entre cette stratégie et le gain optimale possible :
n

Ro(mr) = g (v) — B[ X
t=1

Le regret permet de quantifier la qualité d’une procédure, minimiser le regret
revient a maximiser 1’espérance du gain total.

LEMME 2. Le regret est positif. Il peut étre nul et il n’est nul que pour une
stratégie qui choisit un des bras optimaux a chaque étape.

Preuve On réécrit le regret de la maniere suivante : R, = Sp(u* — pa,).
Chaque terme est positif par définition de p*. Si la somme est nulle, on a
pa, = p* pour chaque t. ]

DEFINITION 3. Dans Uenvironnement v = (P, : a € A), pour tout a € A, on
va utiliser quelques notations.

1. " (V) = max,ea pa(v) est le gain moyen optimal.

2. Ay(v) = p*(v) — pa(v) est la perte de gain espérée entre le bras a et un bras

optimal.
t
3. To(t) = > 1{A; = a} est la variable aléatoire donnant le nombre de fois ou

s=1
le bras a est choisit avant le temps ¢
t1{As =alX
4. fig(t) = > { ; (t)} ® la moyenne empirique des observations du bras a
s=1 a

avant le temps .

THEOREME 4. Décomposition du regret
Si A est fini ou dénombrable et que I'horizon n est fini :

Rn(m,v) = gﬂa(V)]E[Ta(n)]

Preuve .

Ry =np* —E[> Y 1{A; = a} X}]
t=1acA

=E[> > H{A =a}(p” — X))

t=1acA

E B[S 5 14 = a}(u — X))|A)]

t=1acA

E bn: > WA = a}E[p" — Xi|A = a]}

t=1ac A A;—mes
=E[>. > I{A =a}A/]
t=1acA

= > ALE[T,(n)] (Fubini-Tonelli)
acA
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1.3

1.4

1. PROBLEME DE BANDIT STATISTIQUE : CADRE ET ALGORITHMES DE
BASE.

A la premiere ligne, on utilise > 1{A; = a} = 1 puis on considere I'espérance

acA
comme ’espérance de ’espérance conditionnelle. A 'avant-derniere ligne, on
remarque que E[u* — X;|A; = a] = A,. On conclut par Fubini-Tonelli. O

REMARQUE. Le théoreme de décomposition du regret, bien que tres simple
est tres utile. En particulier, il permet d’obtenir des estimations et inégalités
sur le regret a partir d’estimations des variables Tj,.

Espace probabilisé sous-jacent

Dans la plupart des cas, 'espace de probabilité dans lequel se trouvent les
variables A; et X; n’est pas précisé mais il est important de vérifier qu’'un tel
espace existe et que toutes les espérances soient bien définies. On propose ici un
modele canonique pour le bandit a k bras et d’horizon n. L’environnement et la
stratégie du joueur interagissent pour produire le tuple de variables aléatoires
H, = (A,X1,...,A,,X,). Pour tout ¢, on considere 'espace € := ([|1; k|] x R)"
muni de la tribu F; := B(§). La variable X; est alors les fonction mesurable
de (2,,F,) dans (R,B(R)) qui a (ay,x1,...,a,,2,) associe x;. De méme, A; :=
(a1,x1, ..« \Qn,Ty) > Q.

DEFINITION 5. Une stratégie 7 est une séquence ()}, ol m; est un noyau de
proba de (€;_1,F;_1) dans ([|k[],2¥) muni de la tribu naturelle.

On considére v = (P,)¥_, des mesures de probabilité sur (R,B(R)) et A une
mesure o-fini telle que P, < A\ (Vi) (on note p; = dP;/d)\). On note aussi p la
mesure de comptage sur [|1;n|].

THEOREME 6. La probabilité P, . est définit par la densité p,, , : €, — R par
rapport a (p x \)" :

n

pu,ﬂ'(alaxb <. 7anyxn) — H 7T(alflaflrrla o ,at—l,xt—l)pat (xt)
t=1

Preuve La preuve se fait par récurrence sur n et en utilisant Fubini-Tonelli. On
vérifie que dans cet espace, les variable A; et X; se comportent comme exigé
lors de la description du probleme. [

Cadre sous-gaussien

On énoncera un certain nombre de résultats dans le cas ou les bras sont
distribués selon des lois sous-gaussiennes. C’est un cadre commode et relative-
ment général. Dans d’autres cadres, la principale différence sera 1'inégalité de
concentration choisie. Pire, on supposera souvent que les variables sont 1-sous-
gaussienne pour s’économiser ’écriture du facteur o partout.
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1. PROBLEME DE BANDIT STATISTIQUE : CADRE ET ALGORITHMES DE
BASE.

DEFINITION 7. Une variable aléatoire est dite o-sous-gaussienne si

VA e R, Elexp(AX)] < exp <"22)‘2>

On utilisera tres souvent cette inégalité de concentration, donnée sous forme
d’un lemme.

LEMME 8. Si X est o-sous-gaussienne, alors pour tout € > 0,

2
P(X >¢) <exp (—262) :
o

Preuve On utilise la méthode de Cramér-Chernoff. Soit A > 0 :

P(X >¢) = P(exp(AX) > exp(Ae)) < w (Markov)
coatE ) <on (-5

ou la derniere ligne est obtenu en maximisant ’expression par rapport a A. [

COROLLAIRE 9. Si (X1,...,X,,) est un n-échantillon de variables aléatoires
telles que X; — pu soit o-sous-gaussiennes. Alors pour € > 0

ne?

2
. . ne
P(i > p+e) <exp <_M> et P(i < p—e) <exp <_M>

Preuve On montre que i — i est 0/4/n-sous-gaussienne et on applique le théo-
reme précédent. [

LEMME 10. Hoeffding Si X est telle que X € [a,b] presque stirement ot a < b
alors X est (b — a)/2-sous-gaussienne.

Algorithme ETC

On se place dans le cadre d’un bandit a k bras, avec un horizon fini n et des
distributions de chaque bras 1-sous-gaussiennes.

Principe

L’algorithme ETC : Explore then Commit, est caractérisé par un entier m.
Lors de la premiere phase d’apprentissage, le joueur choisit chaque bras m
fois, puis il choisit toujours le bras ayant rapporté le plus lors de la phase
d’apprentissage.
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1. PROBLEME DE BANDIT STATISTIQUE : CADRE ET ALGORITHMES DE

BASE.
Algorithme 1 ETC
Entrée: m
1: fi; =0 et T; = 0 pour tout ¢
2: pour t =1,...,n faire
t mod k sit <mk
3:  Choisir le bras A; = argmax f;(mk) sit>mk
i=1,..,k
4 Obtenir X; tel que X; ~ Py,
Ty, =Ty, +1
5.  Mettre a jour<{ . TAffl N X,
PAe = o HA T 7,
6: fin pour

(ii) Analyse de Regret

On se place dans le cas ou kK = 2 et ou le bras 1 est optimal. On note
A = py — p1. Le théoréme de décomposition assure que :

R, = AE[T5(n)] = AE[T3(n)1¢] + AE[T5(n)1e].
On cherche un ensemble £ tel que, sur £, on soit toujours dans le cas ou fi; (mk) >
fi2(mk) et tel que & soit tres probable. L’ensemble £ = {fi; > 1 — 4/ M} N
{2 < po + 4/ M} est de probabilité au moins 1 — ¢ dans le cadre 1-sous-

gaussien. On souhaite que 21%(2/5) < %. En effet, si tel est le cas, on choisit
toujours le bras otpimal sur € et on a R, < Am + And. Si on choisit § = 1/n
et m = [%&MW alors on obtient :

R, < nAAN (ilog(2n) +A+1).

Enfin, si on majore par rapport a A, on obtient que R,, = O(y/nlog(n)).

Le gros probleme que 'on souligne ici est que le choix de m s’est fait en
connaissance de A ce qui dans la plupart des cas est impossible. On généralise
au cas ou k # 2.

THEOREME 11. Si mk < n et que les bras sont 1-sous-gaussien, le regret de
ETC est majoré par :

k k mA2

R, < mQAi—i— (n—mk)2AieXp (— 1 Z)
Preuve Par le théoreme 4 de décomposition, il suffit de majorer E[T;(n)]. On
suppose sans perte de généralité que le bras 1 est optimal. Le choix du bras
Ayl est important, il est choisit uniformément parmi les meilleurs bras au
temps mk et ensuite on s’y tient. E[T;(n)] = m + (n — mk)P(Ap1 = 7).
Maintenant, calculons la probabilité d’estimer que le bras ¢ soit optimal pour
i #£ 1.

P(Awest = i) < P(s(mk) > ma iy (mhk)) < B(aa(mk) > fu(mk))
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1. PROBLEME DE BANDIT STATISTIQUE : CADRE ET ALGORITHMES DE
BASE.

Mais on a P(fi;(mk) = fu(mk)) = P(fi(mk) — p1 — (fu(mk) — ) = A;) et
f;(mk) — p1 — (fi1(mk) — pq) est 4/2/m-sous-gaussienne, ce qui conclue via le
lemme de concentration 8. L]

¢ REMARQUE. Cette borne illustre 1’équilibre exploration-exploitation. Si on
choisit m trop grand, le premier terme croit et devient linéaire. Inversement, si
m est trop petit, la probabilité de se tromper de bras optimal apres la phase
d’apprentissage grandit. Le juste choix de m permet d’obtenir une performance
optimal (au vue du paragraphe dédié aux bornes de regret) mais ce choix est
dans la plupart des situation impossible car dépendant de parametres inconnus
au joueur.

1.6 Algorithme UCB
(i) Principe d’optimisme

L’algorithme UCB repose sur le principe d’optimisme qui consiste a supposer
que I'environnement va agir de la meilleur facon plausible possible. A chaque
étape, on se donne une borne supérieur pour chaque bras qui surestime tres
probablement sa moyenne. Cette borne se rapproche de la vraie valeur de la
moyenne au fur et a mesure ou 1’on joue le bras en question. Si un bras présente
une moyenne empirique plus faible que d’autre mais qu’il est toujours plausible
que ce bras ait en fait une moyenne optimale, il sera joué. On se donne un degré
de confiance . D’abord, on définit cette borne supérieure qu’on appelle index,
pour tout ¢,
+00 siTi(t—1)=0

fi(t—1) + 2}92@{?) sinon

UCB(t — 1,0) = {

A chaque étape, on choisit le bras qui maximise cette index.

Algorithme 2 UCB

Entrée: 4.k
1: UCB; = 400, T; =0 et fi; = 0 pour tout ¢
2: pour t =1,...,n faire

3:  Choisir le bras A; € argmax UCDB;
i=1,..k
4:  Obtenir X; tel que X; ~ Py,
TAt = TAt +1
~ Ta,—1 o X
5:  Mettre a jour { HA: = Ti;t pa, + TTtt

N 21og(1/5
UCBy, = fia, + 70%5‘/ )

6: fin pour

(ii) Analyse de Regret
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1. PROBLEME DE BANDIT STATISTIQUE : CADRE ET ALGORITHMES DE

BASE.
THEOREME 12. Si v = (Py,...,P;) est un bandit a k bras ou P; est 1-sous-
gaussien (Vi), que I'horizon est n et le degré de confiance est § = 1/n?, alors :
k 16 log(n
Ry <3 A+ > 7g()
1=1 1:A;,>0 Al

REMARQUE. Dans la démonstration ci-dessous, on utilise un modele commode
pour construire les variables aléatoire (A;X:);. On considere une collection
(Y:.i)e: de variables aléatoires indépendantes telles que pour tout ¢t = 1,....n
et j =1,...,k Y;; ~ P On aura alors X; = Y, 4, et on note f;,, = X%, YT

la moyenne empirique des u premieres observations du bras 7. Cette construc-

tion alternative au modele canonique permet d’obtenir les mémes lois pour les
variables (A, X3).

Preuve Sans perte de généralité, on suppose que le premier bras est optimal,
p1 = p*. On considere un bras non optimal i et on cherche a estimer T;(n).
Pour cela, on cherche un évenement &; de forte probabilité sur lequel on sait
estimer 7;. Posons & = {u1 < {2[1%’]1 UCB1(¢,0) N {10, + ul log(5) < pu}. Clest
I’ensemble sur lequel la moyenne pq n’est jamais sous-estimé par UCB; et sur
lequel la borne UCB; apres u; observations est inférieure a p. L’entier u; est a
choisir plus tard.

Etape 1 : Sur &, on a Ti(n) < u;.
Supposons que T;(n) > u; sur &, & un certain temps ¢, on se retrouve dans
la configuration ou A; = i et T;(t — 1) = w; et par définition de I'argmax, on
aurait alors UCB;(t — 1) > UCB;(t — 1). Mais, sur &, on a UCBy(t —1) > ug >
fi u; + \/u% log(3) = fir-1)+ \/ﬁ log(5) = UCB;(t — 1) ce qui est absurde.
Donc Tj(n) < u; sur &.

Etape 2 : Majorer le premier terme de P(GY).

. no 2log(1/0
{m > min UCB (1,6)} C {m Z R g+ gi/)}

n . 2log(1/0
t=1 t
Maintenant, on utilise I'inégalité de concentration sur les variable 1-sous-gaussiennes,
a savoir P(py > fig s+ 21%(1/5)) < 6. Et ainsi on a P(p1 > min}_; UCB4(¢,0)) <
no.
Etape 9 : On minore la probabilité du deuxieme ensemble dans &;. On choisit
u; assez large pour que A; — \/k’gé& > c¢/\; pour un certain ¢ € (0,1) et on
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1. PROBLEME DE BANDIT STATISTIQUE : CADRE ET ALGORITHMES DE
BASE.

utilise encore le lemme de concentration 8.

R 21og(1/9) R 21og(1/9)
P(fi,u; + 7 pi) = P, — pri = A — T)
2A2
<SP, — i > eA) < exp (—“”2 l )
Etape 4 : 1l reste & choisir u; tel que u; € [n] et A; — \/21%@/‘5) > c/A;. On
prend le plus petit entier avec cette propriété soit u; = ﬁfigcgg/gﬂ Maintenant :
. u;c2A?
E[T;(n)] = E[Ti(n)1e,|+E[Ti(n)le] < ui+nlP(&) < uitn | nd + exp(— ).
2log(1/6) —2¢2/(1—c)?

2A2
On a pris 6 = 1/n% et on a u; > (i—oaz S bien que GXP(—iuzchi) sn
2

et B[T;(n)] < u; + 1 +n'~2/0-9°_Si ¢ est choisit trop proche de 0, u; explose,
de plus, si c est trop proche de 1, le deuxieme terme est linéaire en n. On prend
c=1/2 et alors :

16 log(n)
ET(n)] <3+ —7x
Le théoreme 4 de décomposition du regret conclue. ]

THEOREME 13. Sous les méme hypothéses que le théoréme précédent, on a :
k
R, < 8y/nklog(n) + 3> A
i=1

Preuwve On prend A > 0 une valeur seuil a identifier plus tard. Le théoréeme
de décomposition du regret et la preuve du théoreme précédent assure que :

R, = SABT(W] = X ABT()]+ S AETM)

i=1 i:A<A INETN
<nA+ > (SAZ- + 1612@;(?1))
NS i
<nA+ 1610Ag(n) + 3> A
Le résultat est obtenu en prenant A = /16k log(n)/ri. ]

o REMARQUE. On montrera plus tard qu’aucune stratégie sur des bras sous-
Gaussien ne peut avec un regret meilleur qu'un O(v/nk), ce qui prouve que
UCB est presque optimal sur cette classe de bandit.

1.7 UCB sans connaissance de ’horizon
(i) algorithme

Dans la version précédente de I’algorithme UCB, on a besoin de la connais-
sance de I’horizon n pour choisir le facteur 9, ce qui n’est pas toujours possible.
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(i)

1. PROBLEME DE BANDIT STATISTIQUE : CADRE ET ALGORITHMES DE
BASE.

En utilisant le méme principe d’optimisme avec quelques adaptations, on peut
palier a ce probleme.

Algorithme 3 UCB asymptotiquement optimal

Entrée: k
1: Choisir chaque bras une fois.
2: pour t =1,2,... faire

3:  Choisir le bras

21 t
A; € argmax; (ﬂz‘(t —1)+ og f( ))

Ti(t —1)
ol f(t) =1+ tlog?(t)

4: fin pour

Regret
Commencons par un lemme :
LEMME 14. Soit X7, ...,X,, une séquence de varibale aléatoires 1-sous-gaussiennes.
t

Soient fi; := % Y X5, e>0,a>0,
s=1

n 2a n 2a
K:Zﬂ{ﬂt+\/7 >elet i =u+ Y ]1{/:Lt+\/7>€}
=i Tl

ol u = 2as2. Alors on a :

E[x] < E[+] < 1+§2(a+\/ﬁ+ 1)

Preuve On utilise encore et toujours l'inégalité de type Hoeffding pour les va-

: e — /27
riables aléatoires sous-gaussiennes. E[x| < E[x'] < u+ > exp | —

t=Tu] 2

La fonction sommée est décroissante sur [[u]; +00], on utilise une comparaison
série intégrale et le changement de variable s = ev/t — v/2a.

n tle — +/22)2 400 te — +/22)2
> exp —( ) <1—|—/ exp —( ) dt
~ul 2 = 2

=Uu

t

+00 82 2
=1 —I—/ exp (—) —(s+ V2a)ds
s £

0 2
2
=1+ (Vma+1)

62
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1. PROBLEME DE BANDIT STATISTIQUE : CADRE ET ALGORITHMES DE
BASE.

THEOREME 15. Pour un bandit 1-sous-gaussien et avec ’algo précédent :

Rn< X 1an< 5+ (og f(n +\/W+1)

i1, >0 €€(0,4:) (A; —e)?

Prewve On note encore UCB;(t — 1) = f;(t — 1) + /2% On va utiliser

T;(t—1)
le théoréeme de décomposition du regret. Soit ¢ 'indice d'un bras non optimal.
Il reste a borner T;(n) en espérence. On remarque que {4; = i} = {A; =

zetUCBZ(t—l) = Ml—S}U{At = zetUCBZ(t—l) < ,u1—€} C {At =
iet UCBi(t—1) > uy — e} U{UCB (¢t — 1) < py — €}. Maintenant

E[T)(n)] = épmt ) <é:]P’(UCB1(t )< n—e)

zn: P(A; =iet UCB;(t —1) > 1y —¢)

Borne du premier terme :

é (UCBl(t—l) u1€><zn:znzp<ﬂ175+\/2logf(t)</i1€>

210gf()
n.on S + €
<D D exp ( F
=1 =1 2
D S PRI P
=1 f(t) = 2 g2

S
Borne du deuziéme terme : (en utilisant le lemme 14)

2log f(n) > A — Y]
I :

2
<1+ w(logf(n) + /mlog f(n) + 1)

t=1 s=1

]
COROLLAIRE 16. Il existe C' > 0 tel que :

k
R, < C> A +24/Cnklog(n)
i=1
Preuve Prenons ¢ = §;/2 dans le théoréeme précédent, on obtient

1
R, < D (4 +A (8log f(n) + 8+y/log f(n) + 28)

7:;>0

puis on factorise par log(n). Enfin on opére comme dans la démonstration du
théoreme 13 sur UCB. [
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2. BANDIT STATISTIQUE : BORNES INFERIEURES DE REGRET

2 Bandit statistique : bornes inférieures de regret

On cherche dans cette partie des inégalités permettant de vérifier si une pro-
cédure est optimale. On peut par exemple trouver une borne inférieure du regret
minimax, ou encore une borne valable avec grande probabilité. La dépendance
au choix d’instance est aussi étudiée.

2.1 Incursion dans la théorie de I’information
(i) Entropie relative

DEFINITION 17. Si P et @ sont deux mesures sur [N], 'entropie relative ou
divergence de Kullback-Leibler est définie par :

D(PQ)= > pilog(pi/a)

i€[N]:p;>0

Dans le cas général, soit (€2,F) un espace mesurable et P,() deux mesures sur
cet espace. Alors, 'entropie relative est définit :

D(PQ) = { [1og (4 (w)) dP(w) si P < Q

00 sinon

> EXEMPLE. Un calcul direct donne :

D(N (j11,0%) N (p12,6%)) = (g = p2)

202
THEOREME 18. Inégalité de Bretagnolle-Huber Soit P et () deux mesures
de probabilités sur (2,F) et soit A € F un éveénement quelconque. Alors :

P(A) + Q(A%) > | exp(~D(P.Q)).

Preuve On suppose que P < @, sinon, on aurait D(P,Q)) = oo et 'inégalité
est claire. On pose donc v = P + (), mesure qui vérifie P,() < v et on note
p = i—f et q 1= i—f. On a D(P,Q) = fplog(g) dv.

Etape 1 On remarque que pg = (p A q)(p V q). Alors par Cauchy-Schwarz,

([ viiow) = ([ vimavivaan) < ([oraa) ([ovoar)

Maintenant pAg+pVg=p+qgdonc [pVg=2— [pAg<2
Etape 2

() - ) )
o (2/p>0310g (g))) o (= [ 1 (2))

- eXp(_D(PaQ))
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2. BANDIT STATISTIQUE : BORNES INFERIEURES DE REGRET

P(A)+Q(Ac)=[4p+/cq>/Ap/\qu/Acp/\q:/p/\q

> ;(/ N ;exp(—D(PaQ))

Etape 3

]

¢ REMARQUE. Cette inégalité est tres intéressante pour donner une borne infé-
rieure sur le regret d’un bandit et plus généralement en statistique. Par exemple,
si on a une gaussienne réduite de moyenne p et qu’on souhaite tester 1’hypo-
these p = py; contre p = po, I'inégalité permet de minorer la somme des risques
de premieére et de deuxieme espece.

(ii) Entropie relative entre bandits

THEOREME 19. Décomposition de la divergence

Siv=(P,....0) et v/ = (P],...,P) sont deux vecteurs de distributions de
gains et que 7 est une stratégie. On note P, = P,  la probabilité engendrée par
I’environnement v et la stratégie m donnée en théoreme 6. Alors,

D(P,Py) = ZE[ i(n)|D(P;,F;)

Preuve On rappelle que la proba P, (resp P,,) admet une densité par rapport
a la mesure (p x \)" sur l'espace canonique €2, qui est donnée par :

pl/(a1717 s 7anaxn) — H Wt(at’alaxla L 7at—1axt—1)pat (xt)
t=1

ot on remplace p,, par p, pour P, Ainsi :

Maintenant :

D(P,P,) =E, [log (gg:,) (AL,X, ... ,An,Xn)}
(xt)] _ z”:EV {Ey llog pa, (T )|At”

I
M=
=
]
———
=
NS

t=1 Pla, () t=1 P, (@)
_ til E, [D(P4, Py )] = z E [z 1{A; = i}D(Pa,,P},)]
~ S E,[Ti(n)]D(P.P)

Mi
I,
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2. BANDIT STATISTIQUE : BORNES INFERIEURES DE REGRET

2.2 Borne inférieure

DEFINITION 20. Pour une procédure 7 et un ensemble d’instance de bandit
&, le regret maximal est :
Ru(m, &) = sup Ry (m,v)

ves&

Si on note II ’ensemble des procédures possibles, on définit le regret minimax.

DEFINITION 21. Le regret minimax est :
R (&) = inf R, (7,&) = inf sup R, (7).
well m€ell ,ce
On dit qu’une procédure est minimax optimale si elle permet d’atteindre cette
borne.

THEOREME 22. Borne inférieur du regret
Soit k > 1 et n > k — 1. Alors, pour toute procédure r, il existe u € R¥ tel

que :
1
> —
Ry(mv,) > o (k—1)n

ol v, est I'instance de bandit telle que le iéme bras soit distribué selon N (p;,1).

Preuve On considére une procédure 7, un horizon n et un nombre de bras k tels
que n > k — 1. On prend un bandit Gaussien de la forme v, ou u = (A,0,...,0)
et A € [0,1/2]. On cherche a construire a partir de cet environnement un
autre environnement pour mettre en faute la procédure dans au moins 1'un
de ces deux environnements. L’idée est de faire exploser le gain dans le bras
pour lequel la procédure pour u est en défaut de connaissance. On choisit ¢ €
argmin,,E,[T}(n)] et on construit p' = (A0, ... ,0,&%/,0, ...,0).

weme

Rolman) = 3 AT )] = A 3B, IT5(0)] = Al — B, (T3 (0)

J

> "B (Ty(n) < /2
Ra(mair) = 3 AE T (w)] > ABy [T 0]
> AR, (11, (n)>nyT1(n)]
> "2 (Ti(n) > n/2)

Maintenant, on s’est placé dans les conditions idéales pour utiliser 'inégalité
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2. BANDIT STATISTIQUE : BORNES INFERIEURES DE REGRET

de Bretagnolle-Huber,

nA

Ro(m,v) + R(m,v) 2 <Pu(Tl(n) >n/2) + P, (Ti(n) < n/2))

2
nA
> T exp ( — D(]P)M7IP)MI))
Comme i € argmin; ,E,[T}(n)] et X7, E[T1(n)] =n, on an > (k — 1)E[T;(n)].
Avec le lemme de décomposition de la divergence, on a :

D(P,.,P,) = iEu[Tj(n)] D(Pi,Pi) = E,[T;(n)] DV (0,1),N (2A,1))

= B, [7n) 2
2A%n

<
k—1

Enfin, en utilisant max(a,b) > (a + b)/2, et en choisissant A = 1,/=1 < 1/2
on conclue :

max (R, (m,v,),Rn(m,vy)) = ;(Rn(ﬂ,%) + Ru(m,v))

= n8AeXP (_D(Puapu’))
> %exp (_2A2n)
8 kE—1
n(k—1) 1

Borne inférieure dépendant de I’instance

Dans la section précédente, on a énoncé une borne inférieure du regret pour
des bras distribuée par des mesures 1-sous-gaussiennes. On a prouvé qu’on pou-
vait toujours borner inférieurement le regret en v/nk via des bras distribués avec
des gaussiennes. On va ici donner une borne inférieure qui dépend des instances
de bandit choisies.

DEFINITION 23. Une classe de bandit est ensemble & de distribution de gains
pour les bras. On dit qu’elle est non structurée si la classe est de la forme

& = My, Ms, ... M ou M; est un ensemble de distributions sur R.

On va exiger pour une stratégie la propriété "raisonnable' suivante.

DEFINITION 24. Une stratégie m est appelée consistante sur une classe de
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2. BANDIT STATISTIQUE : BORNES INFERIEURES DE REGRET

bandits £ si pour tout v € & et pour tout p > 0,
R, (mv
lim Ra(mv)

n—+00 np

= 0.

EXEMPLE. La stratégie "Toujours choisir le premier bras" n’est consistante sur
& que si le premier bras est optimal Vv € &. L’algorithme UCB est consistant
sur ’ensemble des distributions 1-sous-gaussiennes car alors Ralmv) < 3%k % +

sh el g, "

npbP

DEFINITION 25. Soit M un ensemble de distributions dans L;(R) et soit pu :
M — R la fonction qui donne la moyenne d’une distribution. Soit u* et P € M
tel que p(P) < p*. On définit alors :

ding (P, M) = inf {D(P.P): p(P) > 11"}

THEOREME 26. Soit & = M{,M,... M} et m une stratégie consistante.
Alors pour tout v = (P)¥., € &, on a:
R A;
liminf —"~ > *(1r,&) = !
oo 1Og(n) 1:;>0 dmf(fjlnu*?-/\/b)

ou 1* est la moyenne du bras optimal et A; est ’écart du bras ¢ a cette moyenne.

Preuve On va utiliser des outils similaires au théoreme de la section précédente.
Soit un bras sous-optimal ¢ de moyenne 4; et on note d; := dj, (51", My). On

cherche a montrer que

lim inf —EV’W Ti(n) > l
n—+00 log(n) dl

C’est clair si d; = oo, sinon, par définition de Uinf, il existe P/ € M; tel que
pu(P') > p* et D(P;,,P) < d; + ¢ avec > 0. On construit v/ vecteur qui vaut P;
si j # i et vaut P/ en i.

D’apres la décomposition de la divergence, on a :

D(Pyz,Pyr) = éEmm(n)]D(PjaP}) = E,«[Ti(n)|D(F, ) < Eyr[Ti(n)](di+e).

Ensuite, I'inégalité de Bretagnolle-Huber assure que pour tout évenement A,

1 1
]P)U,F(A) + Pu’ﬂr(Ac) > 5 exp(_D(Pu,mPu’,ﬂ')) 2 E exp(_Eu,ﬂ[E(n)](di + 5))

Maintenant on choisit A = {T;(n) > 5},

Ro+ R}y 2 5 B A)A + By (A (1 = 1)
> Zmll’l{AZ,,LL; - ,LL*}(]P)I/,’JT(A) + IP)V'JT(AC))
> Smin{ A — 'y exp(—Eua[T(n)(d; + )
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2. BANDIT STATISTIQUE : BORNES INFERIEURES DE REGRET

On réarrange et on prend la lim inf,

nmin{A;,u'i—u*
BT 1 log (")
lim inf > lim inf
—00 10g(n) d 4+ g N 1og(n)
1 | n ! 11—
— (1 — lim sup og(R +Rn)> > P
d; + ¢ n—+ inf log(n) 1+e¢

: < log(R,+R!
Comme 7 est consistante, on a pour n assez grand R,, + R, n?, d’ou Og(T(:)") <

p. Ensuite, on a € > 0 et p > 0 quelconque ce qui conclue avec le théoreme de
décomposition du regret. ]

Borne inférieure de forte probabilité

Pour parler de borne tres probable, on n'utilise pas le regret espéré qui n’est
pas aléatoire. On introduit le pseudo-regret
. n
R.=> Ti(n)A
i=1
On note &% I’ensemble des bandits & k-bras, Gaussien et avec des écarts A; €

[0; 1].

THEOREME 27. Soitn > 1,k > 2, B > 0 et m une stratégie telle que pour
tout v € &, R, (m,v) < By/(k — 1)n. Soit § € (0,1). Alors il existe un bandit
v e & tel que :

P (Rn<’ﬂ',l/> > jlmin {n,éMlog(%}) > 0.

Preuve Soit A € (0;1/2] a choisir. On construit deux bandits. D’abord v = v,
avec 11 = A et pj = 0 pour 7 > 1. On pose i = armin;~E[T;(n)] et on construit
le bandit v/ identique a v sauf en 7 ol ,u; = 2A. Le théoréme de décomposition du
regret assure que E[7T;(n)] < NG k 0 g\/g. Ensuite, on utilise tous les outils
introduit précédemment, Bretagnolle—Huber, le théroeme de décomposition de
la divergence.

PR, > 2+ P(R, > 5 > B(Tin) > 1)+ P(Tin) < 1)
> S exp(~D(EF)) = ; exp(~E[T(n)]D(2:, 7))
z ;eXp(_i k - (2? ) > 20

La derniere inégalité est obtenue en choisissant A = min {%,2}5\ / % log(i{s)}.
]

o REMARQUE. Pour clore cette partie, on peut voir que la stratégie UCB est

presque optimale (a un facteur log(n) pres. Des variantes de cet algorithme
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3.1

(1)

3. APPRENTISSAGE SUPERVISE

permettent d’éliminer ce facteur. Pour ce qui est d’ETC, la performance est
optimale si on connait le m optimal.

Introduction au clustering

Dans tout ce qui suit, on va s’intéresser a un autre autre objectif face a un
bandit : partitionner les bras en groupes de méme moyenne. On va considérer
un bandit a n bras tel que le gain du bras i soit distribué selon une gaussienne
N (115,0%14). Les bras donnent un gain de dimension d selon des gaussienne de
méme variance et peuvent étre regroupés en K groupes de méme moyennes.
On cherche ainsi G* = {G7,...,G},} partition de {1,... n} en K groupes tel
que, si 1 € G} alors le bras ¢ est distribué selon N (ux,0%I). On note T le nb
d’observations possibles. Pour ¢t = 1,...,T, on choisit A; € [|1;n]|], on observe
X, distribué selon P4,. L’objectif est de retrouver a partir de Xi,..., X7 la
partition G*.

Qs

1. Non supervisé : On observe une fois chaque individu/bras et on infere
partir de ces observations (7' = n).

2. Supervisé : On connait la partition des n premier bras, on cherche a
découvrir ou classer le (n + 1)°™¢

3. Séquentiel : on peut observer plusieurs fois chaque individu/bras que 'on
souhaite clusterer, on a un crédit ' = cn ou c est un grand entier.

Dans la littérature, on observe que les performances du cas non supervisé et
supervisé sont sensiblement équivalente avec K = 2 groupes alors méme que le
cas supervisé est clairement plus facile. En revanche, lorsque K est plus grand
que 2, il est plus facile d’étre en supervisé qu’en non supervisé. La principale
question est de savoir si le clustering séquentiel s’approche plus du cas supervisé
ou du cas non supervisé.

Avant d’étudier un "clustering séquentiel", on s’intéresse a ’apprentissage
supervisé qui sera une référence en terme de performance. On part d'un cas
simple dont on va relacher au fur et a mesure les hypotheses.

Apprentissage supervisé

Apprentissage supervisé avec deux groupes symétriques.
Hypotheses et risque de Bayes

On suppose qu’on observe un n-échantillon (X;,Y;); de variables aléatoires
telles que :

Y; a valeurs dans {—1,1} est distribué selon une Rademacher.
X; ~ N(YV:A0I,)
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3. APPRENTISSAGE SUPERVISE

A € R?

On a donc deux groupes symétriques par rapport a l'origine et de méme va-
riance labellisés par +1. On observe X, et on cherche Y,,,. Il s’agit d’un cas
élémentaire d’apprentissage supervisé.

On cherche un classifieur f : (R%B(RY)) + {—1,1} mesurable et de risque
minimal au sens de la perte 0 — 1, ie tel que la probabilité d’erreur R(f) =
Exy[1{f(X) # Y}] soit minimal. Un tel classifieur est dit de Bayes.

LEMME 28. Si on connait A, le classifieur de Bayes est :

F(X) = sign {P(Y = 1|X) — P(Y = —1]|X)}

Preuve Soit f’' un classifieur, par des manipulations directes, on a P(f/'(X) #
Y X =2)=1px)=1(1 -2P(Y =1|X =2)) + P(Y = 1|X = z). Donc,

R(f") = R(f) = Ex[P(f'(z) # Y|X = z) - P(f(X) # Y|X = 2)]
= Ex[(1p@)=1 — Lp@)=1)(1 =2P(Y =1|X =2)] > 0
La derniere inégalité provient de la construction de f et s’obtient par disjonction
de cas. ]

LEMME 29. Dans le cadre du mélange Gaussien avec deux groupes de moyennes
symétriques, on a :

f(X) = sign ((X,A))

Preuve Par Bayes, on a (en notant ga .27, la densité de la loi N(A,0%1,)) :
P(Y =1]|X) =

9n021,(X) X3

. Ainsi :
9,021, (X)x %+g—A,a2ld (X)x3

F(X) = sign (P(Y = 1|X) — P(Y = —1|X))
— sigm (exp(— 5 511X — AJ]Y) — exp(— 5 5lIX + AJ]))

= sign ({(X,A))
L]

Le probleme est que A n’est pas connu, on doit donc 'estimer par exemple

~ n
via l'estimateur de maximum de vraisemblance A = %ZYZ'XZ'. Ensuite, on
i=1

construit un nouveau classifienr f(X) = sign ((X : A)) On doit donc utiliser
un modele plus compliqué ou A est inconnu, on a déja vu que pour trouver
un classifieur de Bayes en apprentissage supervisé, il faut maximiser la proba-
bilité a posterio d’appartenir a une classe. On considere que A est distribué
uniformément sur la sphere de rayon ||A|l. On note £ = (X1,Y1,...,X,,Y,) les
données apprises et S = B(0,[|Al|) tel que A ~ U(S). Le lemme suivant permet
d’affirmer que le classifieur "plug-in" précédent est optimal au sens minimax.

Page 21/38



3. APPRENTISSAGE SUPERVISE

LEMME 3o0.
flz) =sign ((X,A)) =sign(P(Y = 1|X =2.£) = P(Y = —1|X = 2.L))
Preuve Soit § = £1 et z € R%
PYY =0|X =a,L) = /IP’(Y =0|X = 2,L,A)dP(A|X = z,L)
s

Calculons l'intégrante.
o —0.5]62—A12/o”

PY =0|X =2,LA) =P(Y =0|X =2,4) = gz —xp/ + e=05llz+AlR/o?

dP(A|X = z,£) (6—0~5H~”E—A||2/02 + €—0~5IICE+A||2/02)6—0~5Zl-ll 1 X:Y;—Al?/o®

Maintenant, en notant v la mesure uniforme sur S, on calcul
I e—0510z—A|?/0? =053 | X;Y;—A|?/0® dy(A)
fS(6—0.5||9r:—A||2/<72 + 6—0.5||x+A||2/02)€—0.5 S XY —A|2 /o2 d”}/(A)
f e (6z+>", Vi X;,A) o? d’}/(A)
f e~ (x4, YiX;,A) /o2 d’y _|_f e~ (—z+>,YiX;,A) Jo? d’y(A)
Maintenant, on remarque que la fonction v — f g€ (.40 dy(A) ne dépend que de
||v|| et est strictement croissante en ||v||, si bien que :
PZ=1X=2L)>P(Z=-1|X=2,L) <= v+ XYV Xi|” > || -2+ D V. X;|*
i i

P(Y = §|X = a.,0) =

— (z,) Y X;) >0
U]

¢ REMARQUE. Le risque est lié au choix de la distribution a priori ~. Il est
donc bon de justifier ce choix. Ce choix rend compte d’une certaine isotropie
du probléme. Si on choisissait une distribution non uniforme sur la sphere, le
classifieur de Bayes aurait tendance a se spécialiser dans la direction la plus
probable ce qui peut réduire les performances dans les autres directions.

(ii) Heuristique, condition de séparation.

Il est tres intéressant d’observer les conditions de séparation nécessaires pour
qu'un clustering se déroule bien, on donner ici une heuristique. On cherche
I’écartement nécessaire entre les moyennes pour pouvoir classer correctement
les points.

On remarque que [|[A=A|]2 ~ %ZX?Z et donc, en utilisant 'inégalité de concen-
tration du x? démontrée en annexe, avec proba plus grande que 1 — 26 on a

IIA = A3 < % dlog(1/6) + %log(l/é). Maintenant, sup |(z,A —

n zes
M <A - Al <%
n
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3. APPRENTISSAGE SUPERVISE

o REMARQUE. En grande dimension, le cas extréme ou A est placé de tel sorte
que l'angle avec A soit maximal devient tres probable. C’est pourquoi il est
légitime de considérer ce cas extréme.

LEMME 31. Vuz, si ‘(I” % ‘ > dHZH alors sign ((x,A}) ~ sign ((z,A))

Preuve <x, AY = (z,A)+(z,A—A). Si (x,A) > 0, on a par hypothdse (ﬁ,A)}

fa et ( A A) 2 fa et (z,A) > 0. Idem cas négatif. O
o REMARQUE. La condition ‘<HH TAT ‘ > %HZ—” n’est possible que si ||Al| >

\/ga, de plus, pour que l'estimateur de Bayes f(z) = (x,A) soit performant,

on a aussi besoin de ||A|| > o si bien qu’on obtient la condition HA” > 1V \/g
qui est intrinseque au probleme.

(iii) Risque de Bayes

THEOREME 32.

]P)(Ynew 7é f(Xnew)) < 2€Xp (—

Y nHAH“)

802 16po?

Preuve Par invariance par rotation et symétrie du probleme, il suffit de sup-
poser que A = [||A]],0,....,0] et que X0y ~ N (A,0ly).

P(Yoew # W(Xnew)) = PUA, Xpew) < 0) = P((A + ;ﬁg, A+ oc') < 0)

ou ¢ et & suivent des N'(0,1;). On pose W = —(||A|[4/1 + %)_1<A,ﬁ€ +&') et
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3. APPRENTISSAGE SUPERVISE

Q) = —(e,¢’). On réécrit alors,

IAIE _ 1A 1 1
(Ynew 7é f( new)) P ( 0_2 o 1 + EW + \/ﬁQ)

|A] VillA|®
P(W%am) Ple> )

On estime chaque terme par une inégalité de concentration. On a W ~ N (0,1),
A A )
donc P(W > 20&“_) < PW > 181y < exp(—||A]|%/802). Dautre part,

VAN

14+1/n 20
2 2 4
P(Q > %) < exp(—@'('ﬁ” qgﬁg“ ) d’apres le corollaire donné en annexe
avec A = —1;. On conclue en écrivant a +b < 2a V b. O

REMARQUE. On retrouve les conditions de séparabilité obtenu par approxi-
mation au début de la section. En partlcuher si ”A” > 1V \/g , alors le risque
est décroit exponentiellement avec ||A||%/o?.

THEOREME 33. Inversement, il existe ¢,c’ deux constantes telles que

AP nHAH4>
(Ynew 7é f( new)) CexXp < 80’2 N 16p04

Apprentissage supervisé avec deux groupes de moyennes quelconques.

On ne suppose plus que les deux groupes ont des moyennes opposées. On
a donc A; € R? et Ay € R? inconnus tels que X ~ N(Ay,02l;) et ¥ ~
U({1,2}). Toujours en supervisé, on observe les données d’apprentissage £ =
((X1,Y1),. (Xn,Y )), on observe X et on cherche Y. On note Ny = >, 1y
(resp Ns), Al = N S Xily— (resp Ay) et enfin A = %' On construit

le classifieur naturel f(X) = argmin||X — A; 2.
i=1,2

THEOREME 34. Il existe ¢, deux constantes telles que :
A A?  nA*?
7)) < e (= (354507
(f(X)#Y) <cexp oA

Preuve On suppose par commodité que N; = Ny et sans perte de généralité
que Y = 2. On cherche la probabilité que f(X) = 1. Or || X —Aq||*— | X —=Aq|* =
A(X —Sathe Bomluy Aqnsi f(X) = 1 < (X — 81F82 BemBi) 0, Par hypothese,
on a g,& et & trois vecteur Gaussien N(0,1,) tels que :
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3. APPRENTISSAGE SUPERVISE

Maintenant,
A A TA A
v _ 21 + Ao Ay — Ay
2 2
AQ — Al o / o ,, AQ — Al o 1 o ,>
=\——F— t0&8— —F=—¢ — 3 + £ — —F/—¢
< 2 TV Vo 2 J2n Vn

A2 SNy — A \F < 1 > 1
_ 2| = 2 N B no__ M2 122
=0 [02+< e ne>+ o= l&" =€) + = (I = "1

On pose W = (%\/1%— ) <A220A1,\/%5’—5> ~ N(0,1) et Q@ = (g,0 avec

§ === ~ N(0,1). Alors, on écrit :

V2
A2 A 2 1 1, ,
IP’(J"’(X)%Y)IP)((jQ< 1+W+\/HQ+2H(H8 1> — e IQ))

o

A? A 2 (A2 1 ) (A2 1
P 1 “w P il — il nmz2 o /12 )
<30 + n ) + 302 < Vn 302 < Qn(H8 | I1)

Avec les inégalités de concentration données en annexe, on obtient :

/N

P(W > A ) < ( A" )
<exp| ———
3o+ 2 P\ 1802

nA? nA%?  nAt
PQ= ) <on (S50 A i)
2 2 2
P > 7+ 2 < B P —d > ) 4 Bl — ) > o)
coom (3 (2)
8 \ 302 d \ 302
) < ot (_1 (nA2 R n2A4))
8 \ 302  904d
On conclue avec a+b+c < 3(aVbVc). O

3.3 Apprentissage supervisé avec K groupes équilibrés
(i) Moyennes connues

LEMME 35. S’il y a K classes équilibrées de variance o0%I; et de moyennes
connues A := Ay, ...,Ag, le classifieur de Bayes est :

.....

f(z) = argmin,_,

THEOREME 26. Pour "bien" partitionner K avec le classifieur précédent. on a
3 p p )
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3. APPRENTISSAGE SUPERVISE

besoin de la condition

A = Ay
min 18 = Acl 2 \/log K
i o
i
REMARQUE. On se place dans le cas plus simple et visuel ou Ap = re; ou
e est la base canonique, comme ces moyennes partagent une méme norme, cet

estimataeur se simplifie en f(x) = argmax (x,A;) = argmax x;. Dans ce cas,
i=1,...K i=1,...K
chaque moyenne est équidistante des autres.

Preuve Si Ay = rep pour k < K, on observe X = (Xi,...,Xy) et on estime
Y par f(X) donné a la remarque ci-dessus. On suppose par exemple que Y =
jet A = (A{, o ,Ag). L’inégalité de Cramér pour les variables Gaussienne
assure que pour i < K, avec probabilité plus grande que 1 — 4, |X; — A‘Z| <
V/20%1og(2/6). Avec une borne d’union, on obtient qu’avec probabilité 1 —
0, Vi < K, |Xi — All < /20%1og(2K/$). Or, dans notre cas, on a A; =
(0,...,re;,0...,0). Sion ala condition de séparation r > 24/202 log(2K/4) alors
avec probabilité plus grande que 1 — 4, on a Vi # j, X; < /2021og(2K/d) <
r—+/20%(2K/0) < Xj et donc X; = max;<x X;, ie f(X) =Y. En reformulant,
on a :

P(/(x) £ 1) <2K e (3 (1))

o
]
THEOREME 37. Sous les hypothéses du lemme précédent, on a :
P(A(X)#Y) <6
si la condition de séparation suivante est vérifiée :
A=Al
_— >
,min S > V/8log(2K/9)
i#]
Preuve On ne suppose plus rien sur Aq,...,Axg sauf que ces moyennes sont

connues. Soit X € R? on suppose sans perte de généralité que Y = j, ainsi
E[X] = A,. On estime Y via

f(X) = argmini:L...’KHX - Az’HQ-

On a [|X — Agll* = X = AjlIP = AP = [|A;]1° + 2(X.A; — A;). De plus,
(2X, A5 — A;) ~ N(2(A;,A; — Ay) 4% A; — Ay]]?). Avec Cramér et une borne

d’union, on a avec probabilité 1 — ¢,

Maintenant, si Vi # 7, HAz;iAj” < +/8log(2K/4) alors avec probabilité supé-
rieure & 1 — 6 on a Vi # j, 2X,A; — A;) + [|A2 = 1417 = [|Ar — Ay]> —
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4. CLUSTERING SEQUENTIEL

V8IZ[A; = Aj[P10g(2K/3) = 0 et ainsi on a f(X) = argmax;_, ||X —
Al ==Y -

(ii) Moyennes inconnues

Toujours dans le cadre supervisé avec des points répartis uniformément dans
K groupes de moyennes quelconques inconnues. On observe les données d’ap-
prentissage £ = ((X1,Y1),...,(X,,Y,)). On suppose qu’on a appris uniformé-
ment chaque groupe, c’est a dire que pour tout ¢ = 1,...,n, N; := ¥ 1{Y; =
i} = 7. Pouri=1,...n, on note A; = N%Z?ﬂ X;1{Y; =i}. On observe X et

on estime Y via f(X) = argmin,_, || X — A2

THEOREME 38. Il existe ¢,d deux constantes telles que :
A A2 nA*

P(f(X Y)< K —c ( >>
(FX) #Y) < Keesp (¢ (S 1

A=Al

ol A = min =

7

¢ REMARQUE. On trouve une condition de séparation de la forme

o 2 VIR v E

Preuve On suppose sans perte de généralité que Y = 1, alors I’évenement
{f(X) # 1} s’écrit :
{[J) #1} ={3i£ 11X - A < | x - Ay}

Or [|X — AjJ2 < ||X — A2 & (X — AufA AAy 0 Do -

A Ar+ A A - A,
P(f(X)%l)P(,UﬂX— S S ><0})
1#1
<ZP<(X—A1;Ai,A12Ai)<O)
i#1

A2 pAl
S Keexp <‘C' <02 A kdo))

La derniere inégalité est obtenue en reprenant la démonstration du cas k =
2 (théoreme 52) en notant que chaque moyenne est estimé a partir de n/k
observations plutdt que n/2 ce qui explique le k apparaissant au dénominateur.

O

4 Clustering séquentiel

On s’intéresse dans ce paragraphe a la version séquentiel du clustering. On
a un crédit de T = cn observations et on souhaite a l'issue de ces T observa-
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4. CLUSTERING SEQUENTIEL

tions retrouver la partition des bras. La principale différence avec le clustering
classique (batch) est que 1'on s’autorise a observer plusieurs fois les individus
(ici les bras) a partitionner. L’objectif est de retrouver a partir de Xy, ..., X7 la
partition G*.

Cas, deux groupes symétriques.

On se place dans le cas simplifié ou il y a K = 2 groupes de moyennes +A et
—A. Il existe Y7,...,Y,, € {—1,1} variables aléatoires latentes telles que le ieme
bras est distribué selon P, = N (YV;A,0%1) et G* = {{i : YV; = +1},{i : Vi =
—1}}. On a un budget 7' = 2n

Algorithme 4 Clustering séquentiel 2 groupes symétriques
1: pour t=1,...,n+ 1 faire

Tirer le bras 1, A; =1

Obtenir X; selon P;

Estimer 571 =1

: fin pour

:pour t=n+2 ...,2n faire

Tirer le brast —n, Ay =t —n

Obtenir X; selon Py,

9: Estimer V,_, = sign((Xt,nL+1 Z?Ll X))

10: fin pour

u: Sortie: G ={{i:Vi=1}{i:YVi=-1}}

I STk RN

Analysons la performance de cet procédure, elle consiste d’abord a tirer

n + 1 fois le méme bras 1 pour estimer A = %H ntl X;. On remarque que
A~ N (YlA,nJ—led). On souhaite obtenir un bon partitionnement des bras, a

permutation des indices des classes pres.

DEFINITION 39. Le taux d’erreur de G par rapport a G* est :

N 12 ~
err(G,G*) = min — ; 1{Y; # 6Yi}

LEMME 40.
A v 1A nHA||4)
E <2 —
lerr(G,G™)] exp( o2 A T6p0°
Et ainsi :
A * A * HAH2 ’I"LHAH4
P(G=G ouG:—G)>1—2neXp<— 202 " 1601

Preuve Avec les mémes calculs que le cas supervisé, on obtient que
A ]_ n A 1 n A
Elerr(G,G")] = min — 3" P(V; #0Y;) = = 3. P(V; # 1Y)

IaJ° , mlap)
802 16po

< 2exp (—
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4. CLUSTERING SEQUENTIEL

La variable err(G,G*) est a valeur discréte, ne pas faire d’erreur revient a avoir
strictement moins de 1/n proportion d’erreur. On utiliser ensuite Markov.

A A

P(G = G* ou G = —G*) = P(err(G,G*) < 1/n) = nEerr(G,G*)]

_WNQAMMW>
802 16po?

= 1—2neXp<

]

REMARQUE. La procédure précédente est optimale. En effet, on obtient la
méme performance (& une constante multiplicative pres) que la classification
supervisée. On a montré dans la section précédente, que cette performance
est optimale pour le cas supervisé. Or, par réduction, on peut montrer que la
performance d'un algorithme de clustering séquentiel est nécessairement moins
bonne qu’en classification. On a donc atteint une performance optimale.

REMARQUE. Dans la fin de ce paragraphe, on verra qu’il n’était pas gagné que
la procédure soit optimal sans utiliser un argument de réduction. En effet, ’esti-
mateur utilisé n’est pas 'estimateur de Bayes. Apres avoir fait les observations
X1,...,X9, avec la procédure décrite dans I’algorithme 4, la meilleure estima-
tion de Y1Y; que 'on puisse faire est l'estimateur de Bayes argmax;_,P(Y; =
oY1 X1, ..., Xo,), le lemme suivant affirme que contrairement au cas supervisé,
I’estimateur utilisé dans l'algorithme n’est pas 1’estimateur de Bayes. Cela s’ex-
plique par le fait que les observations des n — 1 bras de labels inconnus donnent
tout de méme des informations sur A. En revanche, I'expression de ’estimateur
de Bayes est compliquée et on a vu au dessus qu'une démarche naive inspirée
de la classification supervisée suffisait.

N n+1
LEMME 41. Soit ¢ > 1 et soit 6 € {—1,1}. On note A := n%rl > X;. Alors :
t=1

A

Vi = sign((X,14,A1)) = argmax;_ P(Y; = 61| X1, ... Xp; Xoups)

Si ¢ > 1, on aurait pu estimer Y7Y; par

?Bayes - argmaX(s:ﬂP(Yi = 5Y'1‘X1, .. ,in)

VA
ouon a:

P(Y; = oY1 Xy, ..., Xop)

2n n+l1
=sign IT cosh({X;A))cosh({(0 X, + > X;, A))dy(A)
S j=n-+2 =1

j=Fnti
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4. CLUSTERING SEQUENTIEL

4.2 Clustering séquentiel a K groupes
(i) Algorithme a erreur § pres

On s’intéresse au probleme de clustering séquentiel a K groupes en dimension
d. On rappel qu’on a n bras répartis en K groupes de méme moyenne. On note
i1, - .. Mk ces moyennes de sorte que si le bras a est dans le groupe k, sa loi est
N (pr,0%1;). On note Y, la variable aléatoire donnant la classe du bras a. On
se donne un budget de T" = 3n samples autorisés. On va suivre 'algorithme
suivant :

Algorithme 5 Clustering séquentiel K groupes
Entrée: A
1: Tirer aléatoirement Ng bras ou Ny := [%K log (
2: pour j=1,...,N faire
3:  Sampler Ty = % fois le bras a;.

%ﬂ On note ces bras (a;j)j=1,..n;-

4:  Calculer la moyenne empirique de ces samples de a;, on note cette moyenne fig; .

5: fin pour

6: pour k=1,... K faire

7:  S'il existe, prendre un bras de la liste a1, ...,an non éliminé et non identifié et le noter aj.

8:  Identifier ce bras aj, comme représentant d'une nouvelle classe et noter sa moyenne empirique
ji.

9:  Eliminer tous les bras j tel que ||fiq; — fig|| soit inférieur a a%.

10:  Sampler le bras a T//3K fois puis calculer la moyenne empirique de ces sample notée fla-
11: fin pour

12: pour i = 1,...,n faire

13:  Sampler le bras i une fois.

14:  Classer le bras i dans le groupe j tel que j = argmin;_; || X; — flax |-

15: fin pour

¢ REMARQUE. Pour appliquer 1’algorithme, on doit connaitre

A— min M=l
Cdg=1,..K 2 )
i#]
THEOREME 42. Si on applique l'algorithme 8, avec en entrée une marge d’er-
reur 0 et un écart A = .n%in . M et si de plus on a la condition de séparation
L)=1L.0
. i#j
sulvante : ,
A d 8dlog(Ns/d 8 N,
Y g( 5/)/\log<5)
o2 T Ts T 0
ou Ny := (%K log (%ﬂ et Ts = 3%\75 alors on arrive a bien classer les bras. En

outre, on a une alors

A A?  nA?

Preuve Etape 1 :

Page 30/38



4. CLUSTERING SEQUENTIEL

Pour une classe k£ = 1,...,K et un bras a = 1,...,n, on note By = lyy,—p.
On commence par tirer Ns := (%Klog (%ﬂ bras que l'on note ay,...,ay;.

32 K K

pris N5 = %K log (%) On a utilisé ici le point 4 du lemme de concentration
de Chernoff en annexe. Une borne d’union sur k permet d’affirmer que avec
probabilité supérieurea 1 —dona Vk=1,... K :

Ns 1 N

az::l Ba,k P Z?
En particulier, sur un évenement de probabilité supérieure a 1 — ¢, on a tiré au
moins un bras de chaque classe parmi les Ny tirés.

N 1 9 N, )
Soit k = 1,....K, P(}_ B, » < ——5) < exp (—5) = —. En effet, on a
j=1

FEtape 2 : On utilise un tiers du budget pour sampler uniformément les Ns
bras tirés. On tire donc chaque bras Ty := % fois. Pour j = 1...,Ns, on note
fla; la moyenne empirique du bras a; apres T5 samples. Observons les déviations
de chacune des moyennes empiriques. L’inégalité de concentration du lemme 48
en annexe et une borne d’union assure qu’avec probabilité supérieure a 1 — 9,
pour tout ¢ = 1,...,Njs,

Vi~ el? o JEIGROGTE) 8, ()
i~ Hall o @ Ao [ 20
o2 " T, T, 8\

Etape g : Maintenant, supposons que 1’on ait la condition de séparation sui-

AQ d 8d10g(N5/5) 8 (N5>
Soza = “log (=) ).
o? <T5 Tt e\G

On se place sur l'intersection des événements de forte probabilité des étapes 1 et
2. Si a; et a; sont dans la méme classe, on a grace a la condition de séparation
et aux inégalités de I'étape 2 : ||ig; — fia,|| < ||fta; — to;ll + [[la; — Ha)ll <
o (% + é) = 0%. En revanche, si a; et a; sont dans deux classes différentes, on

4
a H[Laj — [ || = H/‘ai - MajH - H/]aj - NajH - H:&aZ — M|l 2 O (2A - % - %) =

%. Ensuite, on a parmi les ay,...,an, un représentant de chaque classe au

moins. Si on prend un de ces bras a; et qu’on élimine tous les bras a; tels que
~ ~ A
Hﬂaj — Ha;

vante :

< 05, on ¢limine tous les bras de la méme classe exactement. En
répétant I'opération, on peut sélectionner un bras de chaque classe. On obtient
ainsi des représentants aj,...,ax avec un bras dans chaque classe.

Etape 4 : C’est alors presque gagné, on se ramene alors a une configuration
supervisé, en effet, si les 3 premieres étapes dédiées a la sélection d’un bras
dans chaque groupe a bien marché, on rejoue n/K fois chaque représentant et
une fois chaque bras et on applique la méthode supervisée et le théoreme 38
pour obtenir pour tout bras une estimation V; de sa classe Y. Maintenant, les
risques d’erreur lors des phases 1 et 2 et le risque supervisé du théoreme 38
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s’additionnent et pour tout bras: =1,...,n,

- A% nAl
P(Y; #Y;) < 20 + Kcexp (—c’ (02 A W)) :

]

¢ REMARQUE. On va maintenant chercher a interpréter la condition de sépara-
tion du théoreme 46. Déja, on

Bl 2 oe [ 22
(T(g + T, N g s

_ 32K log(K/9) (d n \/ Sdlog(C2 log (K /5)) A 8 log(C22 1og(K/5)))

In 99 99
K 2K
<32K1(;g(K/5) (d+ \/16dlog(32 )/\16log(395 ))
n

Maintenant, en grande dimension, si d > log(K/d), il suffit de vérifier la condi-

tion
A , [dK K
— >y —log
o n K

ou ¢’ est une constante universelle.

¢ REMARQUE. On peut par exemple choisir § = ﬁ C’est une exigence raison-

nable. En effet, on a alors E[nombre d’erreur] < 2nd +np < 1+ np. (On a noté
p la probabilité d’erreur supervisée du théoreme 46).

5 Annexe

5.1 Concentration

LEMME 43. Concentration du x?
Si Z ~ x3, alors pour tout x > 0,

P(Z —d > 2Vdx + 2x) < exp(—x)

Preuve On utilise la méthode de Cramér-Chernoff pour la variable aléatoire
Z — d apres avoir prouvé qu’elle est sous-gamma. On va d’abord montrer que

pour tout 0 < u < 1/2 alors log E[exp(u(Z — d))] < (0,1),
log Elexp(u(Y? — 1))] = —u — IOg( 2u)
— 2u2 ( )
Zihr2
2 k u?
2,)F —
w2 = 1,
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d
Maintenant log E[exp(u(Z — d))] = 3_ log Elexp(u(Y;? — 1))] < T ou
i=1 — U

Une étude de fonction assure que pour x > 0,

( Du? ) D . x . 2z
max (ru — =— — — —
0<u<1/2 1—2u 2 D D
L’inégalité de Cramér-Chernoff assure que P(Z —d > x) < exp(—2[1+ £ —
\/ 1+ 24]). 1 siffit désormais d’inverser la fonction la fonction z +— 21 + £ —
\/1+ 22] pour obtenir le lemme. O

LEMME 44. Concentration d’un produit scalaire de vecteurs Gaus-
siens
Soit e ~ N (0,1;) et S une matrice symétrique réelle. Alors VL > 0,

P <5TSE ~Tr(S) > \/8||S|BL A 8\S\OPL) < exp(—1L)

Preuve S est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable et il existe une

d
base 11, ...,y base de vecteurs propres orthogonale. S = > )\kaV,Z et donc
k=1
d
e'Se = 3 A(vfe)? La matrice des vecteurs propres V = [v1]...|vy] est or-
k=1

thogonale, donc V7Te ~ N(0,1,;) et ainsi les variables aléatoires Z; := v e sont
indépendantes et suivent une A(0,1). Maintenant, si |s| < {, avec des calculs

fait précédemment, on a log E[exp(s(ZZ —1)] < 1%225 < 252 On applique
|s|<0.5 |s|<1/4

désormais la méthode de Cramér-Chernoff. Soit t > 0 et s tel que |s| < ﬁ
P(e'Se —Tr(S)>t) < e *E [es(‘?TSE_TT(S))}

d
e [ E lexp(she(Z; — 1))].
k=1
s1<1/415l0p —_—
< exp (—st+257||S|7)

Maintenant, la fonction s — —st + 25%||S||% est minimum sur |s| < 1/4|S|o, en

st = i(||st||%) A (\Sllop)' Ainsi :

—¢2
min  (—st + 2||S]|%) = ———1 2—|—<
|s|<<4\5|)71( 151) NIEIR t1Sop<IS|I3

()
= 8 \[ISIE " [Slop

ISIE 1Yy
SEE 4’5*’0}7 t1Slop> 5%
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COROLLAIRE 45. Sie,¢’ sont indépendant et de loi N'(0,1;) et A matrice réelle,
alors VL > 0,

P(e" A" > /4| A||3L A 4| Ao, L) < exp(—L)

T

A
Preuve On remarque que e’ A’ = L(j S Lﬂ ou la matrice S := % L(l)T 0}
est symétrique réelle. On utilise enfin le lemme précédent et le fait que |S|o, =
[Alop/2 et ||S|I7 = | AllE/2. O

LEMME 46. Inégalité de Chernoff
Soit (X;)I; une suite de variables iid de loi B(p). On note X = ¥, X; et
p = E[X]. Alors :

1. pour 6 >0, P(X > (1+0)u) < (ﬁ)ﬂ
<

2. pour § >0, P(X < (1—=9)u) < (ﬁ)u
3. il existe une constante ¢ > 0.7 tel que pour § > 1, P(X > (1 + d)u) <
exp(—pd log(d)c)

52
g.pour 0 < <1, P(X < (1—=9)u) <exp (—7’“‘)

Preuve 1. On utilise la méthode de Crémér-Chernoff. Soit t > 0,

n

Elexp(Xt)] Zl;llE[eXP(Xit)] [I(1 + pi(exp(t) — 1))

PX > (1+d)n) < exp((1 4 0)ut) - exp((1 + &) ut) = exp((1 4+ d)ut)
W eplexel) =) e uexp(t) - 1)) ¢\
s exp((1 + d)ut) T exp((L+o)ut) (W>

(1
On a utilisé Markov a la premiere inégalité, puis l'inégalité 1 + = < exp(x)
valable pour z > 0 et la derniére égalité est obtenue en choisissant t = log(1+4).

2. Idem avec —X.

;. e H N 0
3. On éerit (5 )' = exp (—udlog(8)h(8)) o h(8) = (1 + H)lEo) — 1

et on montre que h(d) > 0.7 pour § > 1.
4. P(X < (1-0)p) < exp(—p((1—45)log(1—4§)+0)) et on remarque (par étude
de fonction) que (1 —§)log(1 —6) +6 > % sur (0,1).

[

Complément théorie de I'information

On a travailler sur la notion d’entropie relative, la notion d’entropie, bien
que sans rapport avec les bandit est aussi intéressante.
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DEFINITION 47. Entropie
Si P est une mesure sur [|1;n|], 'entropie de P est définit par
H(P)= > pilog(1/pi)

1€[N]:p;>0

L’entropie est une grandeur fondamentale en théorie de I'information, avant
de pouvoir expliquer en quoi, on s’intéresse au probléeme de codage optimale.

On considere P une mesure de probabilité sur [N] muni de la tribu naturelle
et X une variable aléatoire a valeur dans [N] et de densité P. On cherche a
transmettre la réalisation de cette variable aléatoire X avec un code binaire en
minimisant le nombre de bits a transmettre.

DEFINITION 48. Un code est une fonction ¢ : N* — {0,1}*. On dit que ¢
est décodable de maniere unique si 4y, ... i, — c(i1) - - - ¢(i,) est injective (ou la
partie de droite est une concaténation des codes). Ce qui assure qu’une chaine
de caractere est décodable d'une unique maniere en une suite de symboles.

Ici, on suppose une condition suffisante a cette unique décodabilité.

DEFINITION 49. Un code est prefixe si aucun code n’est préfixe d’un autre
code.

Probléeme : un objectif naturel est alors de chercher un code qui minimise la
longueur de code espéré. (’argmin est pris parmis les codes valides et N est le
nombre de symboles)

N
" = argmin. Y pilc(i)]
i=1

THEOREME 50.

HAP) < Xl i) < HalP) + 1

ou Hy(P) est 'entropie (en base 2) :
H(P)= > pilogy(1/pi)

1€[N]:p;>0

Preuve Au moins deux codes atteignant cette borne ont été énoncés, le code
d’Huffman et de Shanonn. Exemple, avec la fréquence d’apparition des lettres
dans I’alphabet francais, le code de Huffman code e en 2 bit et w en 14 bits. [

REMARQUE. le code naturel qui consiste a représenter en base 2 les entiers
avec des mots de longueur [log,(N)| n’est pas toujours optimal. Le théoréme
précédent assure qu’il est optimale si P est uniforme mais si par exemple un
symbole apparait avec une tres grande probabilité, on aura intérét a représenter
ce symbole avec un code court.
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o REMARQUE. Si on utilise le code optimal pour la distribution P sur un mes-

5-3

sage X qui est pourtant réparti selon (), I'entropie relative entre P et () est la
longueur supplémentaire que 'on attend pour le message.

Complément : modele de mélange Gaussien
Modele de mélange Gaussien : on suppose que l'on observe (Yi,...,Y,) va-
riables aléatoires iid a valeur dans {1,...,K} et de lois commune 7. P(Y =

y) = m, Yy € {1,...,K} et Zleﬂy = 1. On a une partition (aléatoire)
G* = {G;y,....G%} ou G}, = {i : Z; = k}. Conditionnellement a G*, les va-
riables X71,...,X,, sont indépendantes et sont distribuées selon un modele de
sous-population Gausienne. Vi, la loi de X; sachant Y; = k est N (0y,021,)

LEMME 51. La loi marginale de X; est g = XX, w94, 5,

K
Par la formule des probabilités totales dP(X = z) = Y dP(X = z|Y =

y=1
y)P(Y = y) = g. On cherche la loi de Y sachant X. D’apres la formule de
_ ) AP(X=a[Y=y)Py=y) _ _ 9eyx,(2)Ty
Bayes, ona B(Y' = ylX =) = 5 Gptc—siv-apz=0 = S ams,om

LEMME 52.
96,3, (x)m

PY =y|lX =2) = Y
( y| ) Zfil gei,zi(x)ﬂ-i

Le classifieur de Bayes est donné par t(z) = argmax PY =y|lX =2) =
argmax, 7, gp, s, (2)m,. Cest le classifieur qui minimise le risque d’erreur. Pour
un classifieur f, R(f) = P(Y # f(X)) et on peut montrer que R(t) < R(f). Pro-
bléme : on ne connait pas w := (my,...,ma,01,...,00,21,...,23). On observe
les données d’apprentissage X,Y = (X1,Y1),...,(X,,Y,) et la variable aléatoire
X,ew €t on cherche a classer X,,., en inférant la valeur de Y., inconnue. Cal-
culons l'estimateur de maximum de vraissemblance de w pour l'observation

XY.

LEMME 53. La vraissemblance est :

K

LX,Y(w) - H ﬂ-kgekvzk(Xi)
k=1Y,=k

LEMME 54. L’estimateur de maximum de vraissemblance de w est :
ﬁk N’f ou Ny =#{i: Z;, =k}

_NL Z X
zZz—k

0% = 2 11X =0l
1:2;=k
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. . 7 . K K ~ . .
Finalement, on donne un classifieur par : £(r) = argmax,’jargmax,_; T, 9,5, (z)m,
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